Kombinatorik

Grundaufgaben der Kombinatorik

Kombinatorik ist die Wissenschaft von der Bestimmung
der Anzahl der Elemente endlicher Mengen.

Wird gebraucht zur Berechnung von Wahrscheinlichkei-
ten in Laplace Experimenten.

Ein Fundamentalprinzip

Gegeben sind k£ Mengen

Mengen A; Ay ... A;
Anzahlen ny no ... ny

Frage:
Wieviel Folgen aus k Elementen gibt es, bei denen das
1—te Glied aus A; ist?

Antwort:
ny-nNo- ... N



Ein Fundamentalprinzip

{(ay,...,ar); a; € Ajyi=1,.. .k} =n1-ng-...-my

(1)

Beispiel:
Herr X hat zwei Hemden, drei Hosen und 5 Paar Schuhe.
Auf wieviel verschiedene Arten kann er sich anziehen?

Ay = {Hemden} A, = {Hosen} Az = {Schuhe}

Einem Tripel (ay,as,as) entspricht genau eine Beklei-
dungsvariante. Nach Fundamentalprinzip (77):

{(a1,a2,a3); a; € A;,i=1,2,3}| =2-3-5=30.



Die vier Grundaufgaben

Definition 1 Firn,k € IN ses

nl: =1-2-3-...-n (2)
n\ n-n-1---(n-k+1) n! 3)
k) k! kl(n— k)"
n! wird ‘n—Fakultdt” und (Z) wird “n tber k7 gele-
sen.
Es gilt:

()= (a2 ®

Urnenmodell: n verschiedene Kugeln in einer Urne. Aus
der Urne werden nacheinander £ Kugeln entnommen.

Wieviel verschiedene Ergebnisse kann dieser Prozess ha-
ben?

Unterscheidungen:
e mit oder ohne Zuriicklegen

e mit oder ohne Beachtung der Reihenfolge



Beispiel: n Biille liegen in einer Schachtel. Auf jedem
steht der Name eines Schiilers einer Klasse. Dann sollen
von den n Schiilern k& durch Ziehen von Béllen aus der
Schachtel ausgewahlt werden.

e Mit Reihenfolge und mit Wiederholung: jeder
Schiiler kann jedesmal gezogen werden. Die Reihen-
folge spielt eine Rolle.

e Mit Reihenfolge und ohne Wiederholung: ein
Schiiler, der einmal gezogen wurde, wird in den
weiteren Durchgéngen nicht mehr beriicksichtigt; es
kommt aber auf die Reihenfolge an.

e Ohne Reihenfolge und mit Wiederholung: kann je-
der Schiiler jedesmal gezogen werden, es kommt nicht
darauf an, in welcher Reihenfolge.

e Ohne Reihenfolge ohne Wiederholung: jeder kann
nur hochstens einmal gewidhlt werden. Die Reihen-
folge, in der gezogen wird ist irrelevant (es werden
einfach k Schiiler ausgewhlt).



Tabelle der Losungen

Wiederholung

mit ohne

mit n* nn—1)---(n—k+1)

Reihen-

folge ohne (’”f + 'IZ - 1) (Z)

Die Beweise ergeben sich aus dem Fundamentalprinzip
und anderen Uberlegungen.

()5

Beachte:

und




Beispiele:

(B1) Eine Okarina hat 8 Locher, jedes Loch kann beim
Blasen geschlossen oder offen sein, jedem Muster von
offenen und geschlossenen Lochern entspricht ein an-
derer Ton. Wieviel verschiedene T6ne gibt es auf der

Okarina?

Losung: Urne mit zwei Kugeln “geschlossen — of-
fen”. Fiir jedes Loch wird in die Urne gegriffen und
dadurch entschieden, ob das Loch offen oder geschlos-
sen sein soll. Die gezogene Kugel wird zuriickgelegt;
also mit Reihenfolge und Wiederholung, d.h. Anzahl
der Tone

= 2% = 256



(B2) Eine Wohngemeinschaft mit 5 Mitgliedern bezieht
ein Haus mit 7 Zimmern. Wieviel Mdglichkeiten gibt
es, das Haus zu belegen, wenn jeder genau ein Zim-
mer bekommt?

Losung: Fiir jedes Zimmer wird eine Kugel in eine
Urne gelegt und der Reihe nach zieht jeder eine Kugel
aus der Urne, die dem Zimmer entspricht, was er oder
sie bezieht. Das Problem ist mit Reihenfolge aber
ohne Wiederholung. Anzahl der Belegungen

=7-6-5-4-3=2520



(B3) Es wird dreimal gewiirfelt. Die grofite Zahl wird mit
100, die zweitgréfite mit 10 und die kleinste mit 1
multipliziert, dann werden diese drei Zahlen addiert.
(Wenn also der Reihe nach 3-6-5 geworfen wird, be-
rechnet man 653, bei 2-3-2 ergibt sich 322). Wieviel
Zahlen sind als Ergebnis mdglich?

Losung: Das Problem berticksichtigt die Reihenfolge
nicht, aber Wiederholungen sind moglich, d.h. mit
n=206k=3:

Anzahl =

(-




(B4) Wieviel Moglichkeiten gibt es zur Auswahl der 6
Richtigen beim Lotto?

Losung: Es werden Kugeln mit den Zahlen von 1 bis
49 aus einer Urne gezogen ohne Wiederholung, ohne
Berticksichtigung der Reihenfolge.

Anzahl =
49\ 49-48-47-46-45- 44
6 /) 1-2:3-4-5-6

= 13983816



Erganzungen

e Permutation von n Elementen: Die Elemente werden

in eine neue Reihenfolge geracht ohne Wiederholung
mit Reihenfolge

Anzahl der Permutationen ist

n'=1-2-3-...-n

e Auf wieviel Arten kann man eine Menge von n
Elementen in r Teilmengen Ai, As,..., A, zerle-
gen mit |A;| = n; ¢ = 1,...,r, wobei auflerdem
n=mni+ ns+ ...+ n, erfillt sein muf3?

Anzahl:
n!

nl! ng'nr'

10



Beispiele

o Auf wieviel Arten kénnen die Skatkarten beim Skat-
spiel verteilt werden? Es miissen 32 Karten aufgeteilt
werden in 4 Mengen zu 10-10-10-2 Elementen, also

32!
10'10'1012!"

e Wie viele Moglichkeiten gibt es, beim Lotto 4 Rich-
tige zu haben?

Losung;:

6 43 6:5-4-3 43-42
: = : = 13545.
4 2 1-2-3-4 1-2
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